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内 斯 比特 不 等 式 的 类 似 、 推 广 、 加 强 
与 应 用 


摘要 : 本 文 从 内 斯 比特 不 等 式 的 最 基本 形式 入 手 ， 进 行 深 
入 的 研究 与 推广 ， 加 强 及 联想 ， 继 而 得 到 一 些 优美 的 结论 。 
主要 运用 三 大 基本 不 等 式 与 各 种 不 同 的 证 明 方法 对 不 等 式 
进行 研究 ， 并 借助 maple 与 bottema2009 软件 得 出 一 些 普遍 
的 规律 与 加 强 形式 ， 这 对 于 证 明 其 他 不 等 式 都 很 有 效 。 本 文 
可 以 说 是 一 段 研究 历程 的 完全 展示 ， 由 浅 入 深 ， 体 现 思 维 的 
发 展 ， 最 后 再 回归 应 用 。 

创新 之 处 : 将 内 斯 比特 不 等 式 进行 了 一 系列 的 推广 、 加 强 、 类 似 
及 其 应 用 。 

闪光 之 处 : E (а-БХЬ-сХс-а). (2а-Ь-с)(Оь-с-а)О2с-а-Ь) 


L5- -一 进行 估 值 , 由 此 得 到 了 一 系列 的 极 强 的 


加 强 命 题 ， 并 证 明 。 
关键 词 : 内 斯 比特 不 等 式 加 强 类似 猜想 应 用 SOS 法 (Sum 
of Square) 差分 代 换 法 “形式 变换 


The Similarity ,Extension, Enhancement 


and Application Of Nesbitt's Inequality 


Summary 


In this article, we have drawn some wonderful conclusions by 


making further study and generalizing the basic form of Nesbitt's 


inequality. Meanwhile we have emphasized and associated it . We 


have made a comprehensive study to the inequality based on the 
three basic inequalities and various methods of proof. some general 
rules and sharpening forms have been obtained by the two softwares: 
maple and bottema2009, which is of great effect to the proof of the 
other inequalities. In some sense, this article can perform our 
comprehensive study because it shows the reader such a clear clue: 
from simplicity to complexity, telling the development of the 
thoughts and above all, exemplifying how to apply it. 


Innovation: We are unique in generalizing and emphasizing Nesbitt's inequality as 
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well as in its similarity and application. 


With the aid of (a—b)(b—c)Xc-a), (2a—b—c)(2b—c—a)(2c—a—b) ме 


a+b+c 


„then we 
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have gained a series of the extremely strong propositions and have 
proved them. 


Nesbitt's inequality emphasis ; Similarity ; Guess Application; 


SOS method (Sum of Square ) ; Finite difference method ; Form 
transform 


内 斯 比特 不 等 式 的 闫 似 、 推 广 、 加 强 
与 应 用 


1. 初 涉 内 斯 比特 不 等 式 


1954 年 ， 美 国 数学 家 H.S.Shapiro 提出 了 一 个 猜想 : 当 n@ 时 ， 有 循环 不 等 式 


n 
x sH 


tl Хы Хы) 2 
1958 年 英国 剑桥 大 学 教授 莫 尔 捷 洛 首先 证 明了 пБ 时 不 等 式 成 立 , 并 猜测 n=7 时 不 成 
立 .但 是 ，1961 年 贝尔 格 莱 德 的 数学 家 德 耶 科 维 奇 推翻 了 莫 尔 捷 洛 的 猜测 ,并 证 明了 n=8 时 
不 等 式 成 立 (证 明 方法 也 适 JF n=7 的 情形 ) é é 目前 证 明了 nOl2 时 不 等 式 成 立 ， 而 n 
为 不 小 于 25 的 奇数 以 及 п 为 不 小 于 14 的 偶数 时 ， 不 等 式 不 成 立 . 
特别 地 ， 当 n= 3 时 ， 即 为 内 斯 比特 不 等 式 . 即 有 


当 4,b,c eR ,有 : 
СИЕ 220 ные 
b+c cta a+b 2 
这 就 是 内 斯 比特 不 等 式 的 基本 形式 , 它 有 许多 证 法 ， 而 我 们 只 列举 其 中 两 种 ， 其 他 的 方 


法 ， 读 者 可 自行 思考 : 
证 法 一 : 排序 不 等 式 


азы, 则 


b C a C a b 
X a b PAE sy E E ТЕ РК E ga 
b+c c+a a+b b+c c+a a+b b+c c+a = 
a b y C 3 


4% + 2 
b+c c+a a+b 2 
证 法 二 : 柯 西 不 等 式 或 均值 不 等 式 


1 1 1 
b)+ | +(b4 | | > 9 
((а ) (а с) ( 211-2; а+с =) i 
C b n ca 
a+b сыға b+c 2 


a b < 53 


r + А 
b+c cta a+b 2 


内 斯 比特 不 等 式 的 研究 与 推广 


变 式 Siege 思 考 以 下 不 等 式 是 否 也 能 成 立 ; 


C a by 


ПЕЕ Ет a+b 2 
这 是 一 个 轮换 对 称 式 ， 而 非 对 称 式 ， 所 以 经 过 证 明 可 知 此 式 不 成 立 .但 如 果 我 们 加 入 某 


些 条 件 时 ， 以 上 方法 已 证 明 不 了 这 个 不 等 式 ， 经 过 思考 ， 我 们 运用 差分 法 来 证 明 这 个 不 等 


= 


22-4... 240000001 
Rat diy cta | C 2 с+а+ В 
“+a 2c+a+D 2с+2а+ 8. 
接着 我 们 先 固定 好 c,w ， 考 虑 后 两 项 : 
C CHEE: c c+a 
2c+a+p 2c+2w+D 2с+а 2с+2а 
_ 2c? +5ос+4Вс+2с ка? +2068+ B 2c? +20с+2с° +Зас+о? 
i (Qc+at B\(2c+2a+ 8) 22 (2с-адОс--2а) 
= a Bc + afc + 0 B + Ва? 
ü (2c+a + В)(2с+2а + B)\(2c+a)(2c+2a) | 
当 且 仅 当 w =0 或 B=0 时 ， 等 号 成 立 ; 


с+а C с+а+ p = 
a= 2с-а 2с+а+ В ?2с-2а-) 
с+а C cta 3 

+ + = 一 


2c+w 2c+a 2c+2a 2 

£ е Ше 2 52. На> р> с, Ж. 
b+c cta a+b 2 

4AM4a=ORB=ON, 25057. 

证 法 一 计算 很 繁 ， 接 着 经 过 思考 我 们 想到 了 更 加 简便 的 方法 . 


ii, | ee акан жаа 
a+b 2 b+c 2 с+а 2 


а-ь а Ca 
a+b b+c c+a 
(a-b)(b+c)(a+c)+ (b-c)(a+b)(a+c)+(c—-a)(a+b)(b+c)2>0. 
左边 =(a-c)(2ab+2bc-ab-ac-b?—bec) 
=(a-c)(a—b)(b-c)20. 
.事实 上 此 不 等 式 成 立 的 条 件 为 a>b>c 或 p>c>a 或 c>a>5b. 
WALA ` 等 式 轮换 后 所 得 的 : 
c a b 3 

+ + >. 
b+c c+a a+b 2 
同 理 ， 我 们 找到 此 不 等 式 成 立 条 件 为 : с>а>БЖа>с>ЬБ Ь>а>с. 
接着 我 们 将 不 等 式 拓 展 至 四 维 的 情况 : 

d c b a 4 

十 > 

a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d 3 
RISA MER Sst, K m, Rau. 
推广 1: Wa,b,c > 0 WA 


>0, 


48 


`= 


а" 


> — EE, 25, с 


证 明 : 将 不 等 式 右 端 移 至 左 端 有 : 


qu! а" pr! b” А "+! с" 
Б"! +c" b” +e" qu! жаты а" + с" а" +p" а" +p” 
ab” (a —b)+ шта (а -с) 


ЫРЛЫ СЫРТЫН ЕТЕНЕ 


a”b” (a —b) ah” (b-a) 
с" )(p” +c") (а"" +e"! )(a" +c") 


) =A ЖЕН 
进一步 转化 和 ar е 


合并 得 : 


(5% ame Ы) на" (в" ке) а m (ь” Фріс" +b е" ее (a-b) 
i=0 

1 ("+ сү +с "(а т ст (ат Pë А 

所 以 原 不 等 i 
故 有 : EG os е - 在 m,n € N.,m 2 n ERY. 


]20 


猜想 : Eee > y 在 m,n e R.,m > п ERY. 


n 


A n n a 
推广 2: Bln 23,4, >00=12L nn T=) a: WY GS 
i=l ігі Б 


证 明 : 由 柯 西 不 等 式 知 : тее у> 妈 可 化 为 : 
i=l i=l =a; 


л i 1 п? 
° n? ө > 
(иу а, У, G= D? Е 2а) oa 
л а. n 
<> 
LGD п-1 
但 我 们 发 现 十 十 十 d Te 
H N: ——— Hd, 
a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b 3 


以 上 形式 的 不 等 式 EFE n ZED 在 任何 情况 下 都 不 恒 成 立 . 但 当 我 们 将 其 改造 成 如 下 
b C d 
+ + 
at РЕТ D +c c+d d+a 


SS 


式 时 : 


22 此 不 等 式 成 立 的 条 件 为 : 


a b. с. dER,a>c>b>dhd>b>a>cMb>d>c>amc>a>d>b. 


原 不 等 式 ， 即 证 : оез а а 
a+b b+c с+а d+a 


2(b-d)(a-c)(ac-bd) 
(a+b)(b+c)\(c+d)(d +a). 


证 明 : 要 证 明 


PSA 


将 左边 通 分 并 因 式 分 解 可 得 : 


НШІ, Ма>с>Б>ата>Ьь>а>сШЬь>а>с>атшс>а>а>ьыЖж 


其 实 这 是 著名 shapiro 循环 不 等 式 的 变形 .但 当 我 们 研究 到 五 维 情况 时 


a Рас 4,6,5) 此 式 已 经 不 可 以 用 因 式 分 解法 证 明 ， 而 差分 法 依 
a+b b+c c+d а-е е-а 2 


日 可 行 , 但 要 寻找 它们 成 立 的 情况 并 找 出 规律 已 经 相当 困难 ， 有 兴趣 的 读者 可 自行 尝试 寻求 
其 中 的 规律 . 


在 进一步 的 探讨 中 ， 我 们 发 现 1995 年 IMO 试题 中 有 如 下 形式 的 不 等 式 : 
1 1 1 3 
+ 之 一 . 
a(b+c) b’(ct+a) (a+b) 2 


设 q,b,c > 0,abc =1 Rie: 


ЖА 2 ZX x 
证 明 : 由 题 意 , а= 22 0р2 c2 其 中 x, y,z e Б”, W; 


1 Е 1 x 
a(b+c) yz 
ae ) 


同 里 再 得 二 式 ， 4 是 ， 原 不 等 式 等 价 于 


2 X. eg 
ЕГН 


2 
2 


x y? 2 3 
3 3 + 3 3 十 3 3 2 E 
y+z 2x x+y 2 
这 就 等 价 于 内 斯 比特 不 等 式 .我 们 尝试 运用 类 似 的 代 换 法 将 该 不 等 式 推广 到 四 维 . 
推广 3.1: 一 十 一 十 一 Н + І sf, 
a(b+ct+d) b(c+d+a) c(d+atb) d(a+b+c) 3 


HH a,b,c,d >0,аБса =1. 


VW DEWE ӘР 2 RE x,y,z,we А", W: 


Е Jt ao 
证 明 : ха = 3 > 3 ° 3°? 3 
x y 2 w 
1 “ l "ú x° 
а(Ь+с+а) уты (us Уы, 2222) у‘ +2“ куу 
x y? z? w 
УД 257 


- > 
2у^2' + 22у“ +2w'y* (° +zZ°)+(Z° +w )+ (w° +y) 


= x 
y +Z +W 
同 里 再 得 三 式 ， J 是 有 : 
1 1 1 1 


+ + + 
a(b+c+d) Б(с+а+а) C(d+a+b) d’(at+b+c) 


8 8 8 8 
2 w 4 
ar Ë > 


x 
> 2—. 
y +Z +W 2% +W +X W +X +) X'+) +Z 3 


-8- 


推 Fr32 Sp j>— (а, eR (n23,nEN,)» Ца =1) 


= т п-1 = 
і-і а” 102 а, -а) jaj 
i=] 


ae 


正明 : Ba, = z ; [165-2 E, > 0023n EN WA: 


i i=l i 


1 1 = b,” -2 
аа-а) | b |» I П» П» 
а 2 ( ae + i 2 ( a pass. 
根据 排序 不 等 式 得 : pe gp = š 


i , П>" ID: У or) pe an 
i=l i=l і-і 
b” 2. Be b 


我 们 继续 将 不 等 式 变形 : 

etd d+c n c+b т Б-ға Е IO qasa Pee ee fore 

— Fr V KFs= H H 

a+b+c a+b+e a+d+e c+d+e Б+с+а 3 — ` 
不 等 式 来 证 明 ， 大 同 小 异 ) . 

由 此 推广 至 : 

а+а+ а. GH ota 2 |， QQ > іт тета 

ааа G. TG атарға) а +a a +... ta n-k 


j 柯 西 不 等 式 即 可 ， 与 以 上 的 不 等 式 证 明 相像 .) 
推广 4: Ша,Б.сеК,, а+Ь+с=1, A ay BER,A: 
y > _32 _ 
Bb+Ac В+А 
证 明 : 需要 先 将 原 不 等 式 左边 调整 为 : 


а(Вь + 4с+ Вс+ да+ Ва+ 4b)_ 


(8+4) 
然后 用 柯 西 不 等 式 〈 参 考 以 上 证 法 ) .于 是 推广 到 最 一 般 的 情况 : 
Ж)” 8: а 20, а 20 (I<Si,k<Sn;ik,ne N), А а  ЙеК,, ш>1М, Я: 


ae The 


с а жаи С таға. а, Dy | Т Ala, +a; +.. HA, тар) ay М n(k4)“ 
Aa, +... +, а, Жас +B 0,1 Aa, toe А В, ааа, + В, а Сд) 
证 法 : 第 一 步 : 均值 不 等 式 提 指 数 ， 第 二 步 : 柯 西 不 等 式 消 分母 〈 参 考 以 上 证 法 与 类 似 

即 可 证 明 原 不 等 式 . 


内 斯 比特 不 等 式 的 类 似 
如 果 分 子 分母 不 齐 次 且 具 有 类 似 结构 的 不 等 式 如 何 解决 呢 ? 这 就 是 我 们 将 要 讨论 的 问 
题 .〈 此 类 问题 我 们 不 讨论 加 参数 的 情况 ) . 
类 似 11 设 wp,c>0, 则 有 


Б +e b+c 
证 明 ， 将 不 等 式 右 端 移 至 左 端 有 : 


ce 


be b+c C )(b+c) 


变形 得 : ey 


b? +c°)(b+c) (a° +b°)(a+b) 


(в: Ye 27 rear) 


即 原 不 等 式 得 证 . 

类 似 上 述 证 法 ， 我 们 推广 得 : 

类 似 1.2 a,b,c>0 E - E - (m,ne М,,т>п,іе N) 
类 似 13 а 20 (I<i<n,ie R ) WA: YI қ Fi J 


Se EY i — ] 
> аа фә Жі фес 


У laala, та, a,a,(a, -а,) аа,(а,-а|) 


-5 i fel = y= DI n ЯЗ; + n n 
т a?)-a I a,)-4,] 10а) -a ШІО,а0-а1 ІО,40-аІО-а)0-а.1 


} 


ааба -а)4аУа)+а Уа) а1+ а) a, -а,) 2 项 
=> { i=l i=l i=l }>0 ( Өй JL) 


(E a-a а) a IY) a?) BUCY а)-а) 


类 似 2.1 设 7 = Ха. 36 )” > 一 一 (证 法 :运用 均值 不 等 式 可 得 : 


T- a Pui 
о те, 


Ss ЕАК i=l ) . 
— 2. п  (п=1)° 
类 似 2.2 且 当 w>1 时 ， 有 : > 
= a = aaa 
Fay а, 
ШЕН. ЖЫҚ. 40b, A: 


-10- 


( i=1 )“ > ( i=1 уе 
п 
01]: Угри У - а, )] > пе š: n 
i=l (У а)-а, П iz О,4)-а (n—1)” n” (п-І1)” 


ИНС FE 明 不 了 此 类 不 等 式 (条 件 不 符合 w > В). 
此 我 们 先 探究 一 个 简单 形式 : 
类 似 3.1 W a,b,c >0, 则 有 


Ea y + 3 aor. 
р) 3/4 
经 过 分 析 我 们 可 : or 以 下 这 一 个 部 分 不 等 式 : 


"EE 
b+te A4latrb+te) 00” 
3 
Hatt жа ВАО ee 
b+c 4а+р+с) С) 
2 аб су «С ос осу жылыға 
部 分 不 等 式 得 证 . 同 理 可 得 : Б Thar b+c) 
4(a+b+c 
{2 3c 三 式 相 加 ， 即 证 得 原 不 等 式 . 


ЕЕ, ИЕ), 


Ж 32 йа, Ь,с>0.пем', WE: Уу > BH 


bre "y 


п n+l 
(na)\(b +c)" CA rO м <= (р+с)" <” a) 
n+l (n+1)* a 
( a ныт а 
b+c 2 a+b+c 
所 以 ， 同 理 可 得 
( b ae b n aLe 256 
c+a тә a+b+c c+a s a+b+c 
Dh b= stn BN nj ERENER. 
类 似 4 设 q,b,c>0,m,neN ， 则 有 
人 п+т 
п+т > с 
2G mn y” m” 
NAtD+C) pam n'm"(a+b+e) 


证 明 : = a)"(b+c)' = u < (Б+с)" < 
т 


(п + т)""а т 
U ала n+m a 
<> ( унт > - - А 
b+c a+b+c 
nit m” 


所 以 ， 同 理 可 得 : 


n 
( b унт > n+m А b 
<a n m 2 
cta б atb+c 
n 
( с унт > n+m А с 
一 n m d 
c+a Eo a+b+c 
n 1 Т Ае s A a š 
= t t, a,b,c 三 数 中 ， 其 中 之 一 为 0， 余 下 两 数 为 正 实数 且 相 等 时 ， 等 号 成 
n+m 
су n -2y Kt 4 日 IZA Age тај wa 
№, 3 ЕУ, M4a=b=c, 竺 写成 并 . 
n+m 


Д = sn BN uj iE E ANAK. 
AW 5 a,b,c,d e R+, WA 


aa i a+c aa +i! EE red 2. 


ШЕН: 3a(b+e+d) сае аид Ф (b+c+d) 2% CE 
4 4а 
4 4 3 
a a y>. a ә а ra. a 
b+c+d 3 (at+b+c+d) b+c+d 34 at+b+c+d 
所 以 ， 同 理 可 得 : 
3 3 
СЕКЕ) SSS O желеп tae 
c+d+a = a+b+c+d d+a+b = a+b+c+d 
34 34 
3 
d ) > t d 
a+b+c 34 a+b+c+d 
p. EDU st Bn BN AEA J AAAS SAM a= р=с= а 时 等 号 成 立 . 
类 似 6 Жа,>0(1<і<л,іеВ,), maleNn 时 ， 有 
Д = ба m+l I 
шт (Уа) a БЕРГІ 
1 
2 Ya, Cay (ayaq +m)” 
ШЙ: ay (Sa) 415—2 y” — > m - 
т ігі т (92 а) —a,} pe! 4 92 а) 
a, От)" -ар" Z. Š > (1+ т) а, 


ЭЭ a)-a, "т". У а,) 
i=l i=l 


2S > i 
Юа) -а1 т. ° а)” l+m 
i=l = 


同 理 可 得 n-1 项 部 分 不 等 式 ， 将 其 相 加 即 证 得 原 不 等 式 。 

而 且 易 知 : 当 且 仅 当 1=m(n 一]) 时 ， 若 能 有 a =a, =.…..= a, ， 不 等 式 等 号 成 立 。 其 
他 情况 只 能 无 穷 逼 近 等 号 〈 或 令 其 中 几 项 等 于 零 ， 但 有 时 仍旧 无 法 取 等 号 )， 这 受 我 们 的 能 
力 所 限 无 法 总 结 规律 ， 留 给 读者 探讨 。 


类 似 7 4a,b,ceR,, а+Ь+с=1, WA: 
l+c lta, l+b 
a+b b+c c+a 


26. 


Би 9-5 


2809 Fia,b,ceR,, atb+c=1, WA: 
|> 1+6 _ 1+6 р Іжа ,12 

l+a+b 1+с+а I1+b+c 5 
1%) 


用 我 们 之 AY 727 WA 只 能 证 


明 右 边 的 大 于 号 ， 但 无 法 证 


=. 2 š C 

证 法 : 需要 先 将 原 不 等 式 左边 调 整 为 :“(》 ——)-3 83+ 》 一 一 ”之 后 ， 用 柯 西 

证 法 : 需要 先 将 SEN CQ) wa 百 
不 等 式 证 明 . 

或 在 每 一 项 分 母 上 加 上 1,， Ca,b,ceR,, atb+c=1) WA: 

C b a 53 
a+b+1 c+a+1 b+c+1 5. 
2 с 

ees Ы Paes 1222 2b+c 2 

证 法 : 需要 先 将 原 不 等 式 左边 调整 为 “2+0 二 或 ”44 人 t+C 之 后 ， 用 柯 西 
不 等 式 证 明 ) 

推广 得 到 一 道 经 典 的 题目 

类 似 8 Far a... a,ER,, Se 则 有 

j=l 
2 а, п 
== 
м l-a,+ a, ý 
i=l 
证 法 : 需要 先 将 原 不 等 式 左边 调整 为 [4 ao 2222 ) 一 n 之 后 ， 
=i ae a, 1- = 
i=] i=l 

JP DEANS SK. 

假如 我 们 将 每 项 分 子 分 母 都 加 上 1， 则 不 等 式 不仅 具 有 最 小 值 ， 而 且 具 有 最 大 值 . 


1-с 1+b l+a 


l+a+b l+c+a е 
l+a 1+b 1+c 3G 


Еа ОБЕ 


І 
= 
jet) 
3 


1-а,-х 
= i sss 


a 
不 妨 设 : a<b<c, a=a,, ae ，X=c-b. 


1 
2-а 


1 
一 -一 十 
2-Ь 


Wc+b=1-a,, c= 


S= 


- 
l-a,+x 
2 


2 


b= 


НЕР ЛЕО 
2 l-a,+x 
2 


1 
2 一 00 


1 
1-а, 
2 
4(3+а,) 
а (3+40) —x 
和 x R K. ӨЙТ, HEER a. 
= L= 225; X 


708 = 


2 =X 


1 


e 


= 40，Cmax x =1-3a9, 
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明 全 式 ， 故 引入 导数 调整 法 . 


RAS. 


1 З+а, За, +4 
ЕСТЕМЕС ТЕЛЕН ЗЫ en 
9 2-а 2a -34 -2 (2а,+1)(2-а,) 


_ —6a +9а,+6+(3а,+4)(4а, –3) 
Ж (2a, +1) CaF 
ба, +16a,-6 2(3а,-1)(а, +3) 


(2a, +1) (2-a,) (2a, +1} (2-а,) 


Ma efoti S aa, 


得 证 ， 现 证 明 右 边 大 于 


由 
[u 
Ja 


s s n n да 
(0) 2 2 


类 似 10 4a, dax 220554 ` (GQ eR,, Уа =1, 则 有 


2 n 

пап. ШІ ere 
eet 14>) (a)-4, 

i=l 

(证 法 : 依旧 是 导数 调整 法 ， 先 设 固定 其 中 的 n-2 W, FPWR, WA HRA). 

AU Жа,б,сеВ,, a+b+c=1, WA: 
2 2 2 
a b C 


十 十 Z 
b+c c+a a+b 2 


2 2 2 
a b C 
证 明 : (b+ce+a+c+a+b) + + )>(a+b+ce) =l. 
b+c a+c b+a 
a’ b° с? 2 
A: 2( )>1， 得 证 


由 此 又 可 推广 至 以 下 形式 : 


n n m n m "(уа)" т 
ыр а; 2:2 i=l М 
证 明 : (2-D(C2> a): У )2 (Èa?) > 一 二 一 一 > ( 
i=l гі T-a, i=l n 
值 不 等 式 )， 原 不 等 式 得 证 . 
在 第 31 届 MO 备 选 题 中 ， 有 一 题 如 下 ; 
类 似 13.1 iZ a,b,c, d >0, Hab+bd+cd+da=1.ik: 


H 1) iy eS 2 J 


a 
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а? b° сі а: 1 
+ + + >. 

b+c+d с+а+а d+a+b а+Ь+с 3 
经 探讨 发 现 ， 此 题 可 由 与 上 文 类 似 方法 证 得 . 


3 
a 
ПЕНЯ: … Б-с-а 
И 2/4 б ста 
У а: 6 (а +b? +с + а?) 
b+c+d 2(аБ+ас+аа +Ьс+Ььа + са) 


> (а +b +c +d Y, 


3 3 


2 2 2 2 
oy a >4 +b +c +d oy a > ab+beted 4а. 


b+c+d | 3 b+c+d | 3 
3 
у > 工 . 则 原 不 等 式 得 证 . 
b+c+d 3 


类 似 132 уат (23) 
Б+с+а J] 302"° 


= 


ЕНҢ: ДЕГ» 8 ебати) 


b+ct+d 


2 


a" | (a™ +b") 4 er! +d") 


Vila"? (b+c+d)] 


$ а"! р ери" 
i. 3 


п-1 
а" > (ab tbe + ed +da)? 
302"° 


我 们 还 可 将 此 类 型 不 等 式 推广 至 n 维 的 情况 ， 这 留 给 读者 思考 . 
10 14 #ia,b,ceR,, а-Б-с-і, WA: 


a’ ы с^ 1 
3 3 + 3 3 3 3 2 ` 
Ы-с ate b+c 2 
Ев f (с^)? (а?) n (53) 
т ы 2 3 3 2 3 3 2 3 3 
с(а +b) a(b+c) b(ct+a) 
(а +b° + e?) (а +b? + e*)2 


> > 
(a+b )t+a(b+e)+b(ce+a°) 2 
3 


(а +b? + e?)(a? + b? +c’) 


Є З(а + b° + c°) б (а +b’ +c’)(atb+t+c) ы; 1 


ожа) a? ++) 2 
0 15 #ia,b,ceR,, m20, WA: 

ат Be em" >4%б%с 

b” +c” ағаға" a"+b 2 
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ha”! +b”*! > ab” +a”b 得: 


2(a"*!+b"*) >а" +b" +ab” +a”b =(a" +b”)(a +b), 


а"! 4p”! = a+b 


ДОНЕ 
同 BE HENS рено сват она 
H гет те 一 9 a 

b” +c" 2 c” +a” 2 


不 妨 设 a>b>c， 则 
а"! > bm?! > Gets 


a” +b” > а" ас” > b” +e", 
a a AE а 44% 2. 


b”+c” a”+c” a™ +b" 


由 排序 不 等 式 “ 顺 序 和 ”之 ”后 !L 序 和 o， 得 : 

qu! pr! с"! а" Б"! с"! 

т т Ë m m + m m 2 т т + т т т т’ 
р" +c” с" +а" а" +" с" +а" a”+b” Б" +e 

а" Б"! с"! с"! а"! Б"! 

+ + > , 
р" tem c+a” a”+b” c”+a” a”+b” bD" +c" 
ты m+l m+1 
a b C 

2( 


m m 十 m m + m m 
b” +c” c”+a” a” +b 
с"! +а" а" + р"! Б"! pa" 


c” +a” a” +b” b” +c” 
c+a a+b b+c 
> 2 БЕ -а--Б--с. 
所 以 qu! pr! n с"! b atb+c 
bp”+c” c”+a” a”+b” 2 


我 们 先 把 这 个 不 等 式 加 强 成 以 下 式 子 : 
类 似 16 若 a,b,ceR,，m>0，n>0， 则 有 : 
m+n m+n m+n n n n 
a b C >4 +b" +e 


b” +c” c”+a” a”+b” ` 2 


考虑 到 切 比 雪夫 不 等 式 可 由 排序 不 等 式 证 得 ， 接 着 我 们 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 ; 


— >E o. Cay a,...a e R ,b. b, 
n n n 
己 间 接 证 明了 切 比 雪夫 不 等 式 。) 
е7 ағ Бе cn 
证 明 : 


m et ae ae т т 
bP tc" c”+a” a+b 


Е а" 
ө = = 
921 Dire 
3 
3 
> 2 i _a +b +c" 
3 2 
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Ьер, ) (类 似 15 的 过 程 中 


noon X ) O 
+b” + 
接着 有 : 4 s = 22 3 
2 2 2 
由 此 可 推广 至 : 
n n т+р 
类 似 17 Han амал aA, € R › > а, =1, meR,,p>1 则 有 :》[ - 4 |= А . 
і-і іі буа” шд" (n—1)n? 
Pars “€ — 
So m+p m = ( а") T а” n 
证 明 : УЕ a, ]> i 0407 n n 5 
і-і т п 72 (7 一 D п?(п-1) 
Èa ) 一 Qi 


类 似 18.1 БЕЛІ Mo], F 


К 


| MAPLE ae 后 ， 发 现 并 总 结 ( 结 合 前 面 研究 的 


HA: SERER) 知道 诸如 a >3 的 分 子 分 母 齐 次 的 轮换 对 称 式 在 一 般 
b+c cta a+b 2 
条 件 下 不 成 立 ， 但 是 在 非 齐 次 形式 却 有 普遍 规律 〔 稍 稍 将 文 [6] 的 结论 提升 二 下 ) ， 


设 a,b,c,d,e,f,g,heR ,neN,, Нп>2М, W: 


a" b œ d" (a+b+c+d)" 
+ > 
e f g h 4 (et+f+g+h) 


Ei 


EH: "n> 20 ЯРКАЯ: aab road? ade i 


原 不 等 式 等 价 于 


b" с? а? 
в) а (Ме) +) уе) +Why “(4 a > +(=) +()] 
(e+f+g (4 ar ne) СЕЕ е t 
анна) Е) _(atb+e+d)" ， 原 不 等 式 得 证 . 
4 4" 


类 似 18.2 5 а,,а,,......,а, һа,еВ,,5,5,,...,Б, Б, ER, mneR, A 


pitas Sa 
т> 2,n>1, 则 : > Е Е 
i=l A, b.) 
i=1 


Ха, т 
TEN]: "4m2> 2m, ЕГЕР U; Ya? ence үт; 


昌 柯 西 不 等 式 得 : 


EE 


Ха). > |- È (в) | ox aiy ЫНТЫ AE 


1=1 i 1=1 п 


类 似 191 Fa,b,ceR,, WA: 


= 17 - 


> a > 4 

b +O a+b+c 

ЕН; 不 妨 设 a>b>c. 

类 不 等 式 由 于 在 a =b 且 c=0 (或 b=0,a=c 或 a=0，b=c) 时 等 号 成 立 ， 用 一 般 的 不 等 


= = 
C 
, 


式 很 难 证 明 ， 因 此 我 们 想到 用 SOS 法 证 明 . 

证 明 ， 将 不 等 式 右边 移 到 左边 ，(a+D+c)》， = - 
с 

去 分 母 得 : 


af +b°+c + (ab +ab? +bictbc ° + са +са?) -З(а? +аЬ* + Бс? Hb ct +c a? ceat) 


-4>0. 


+2(а РС + са?) + 2abc(a’b + ab’? +Б?с+Ьс? + с?а+са?)-Ѕа?с? > 0. 
配方 得 : 
(af +4a°b+ a°b’ + 4ab* +b*—2ca)(a—b) +(b* +4bc +b + Аре +c —2a*b)\(b—c) 


+c +4c8at+c’a’ + 4са +a* –22^с)(с- a)’ + 3abc(a’c + ab’ +Ьс? —3abc) 20. (*) 
设 S =р* + 4р'с+Ь?с? + Арс? +c -2a°b, 
S, =c +4с^а+с?а? +4са` +а —2bic, 
S,=a'+4a°b+a°b’ +4а +6 –2са. 
则 原 不 等 式 左边 化 为 : 
S (a—b)2 +5 (b—c) +S,(e-ay 
因为 a>b>c 
8, =с* +4с^а+с?а? +4са` +а* 2b'c 


= с +4с`а+сѓа? +2са` +a’ +2c(a -)>0, 

S. =a‘ +4a°b+a’b’ +4а +b’ –2са 

-а +4a°b+a°b’ + 2ab’ +b* + 2a(b’—c*) =0. 

aS, +225, =а +402 +a +(-2b' +4c)a + (C8 -2B’o)a’ Ы bcb +4Dc Hbc 
а —2a°b° +b + 2ca® —2a’b’c = (а —b?°)2 +2ca (a? —b*) 20. 


因为 4>b>c WU >", wa: 
° b-c b 
“8 (b-c? +S,(c—a) = (b—c)[S, eoi 41>(5- (8,475 5) 
(0 一 
=(b алып S >0. 
所 以 〈*) 成 立 . 


MEN a’ct+b’a+c’b—-3abc > ЗіЈа?с:Б?а:с?Ь —3abc =0 
所 以 不 等 式 左 边 >=0 成 立 . 
命题 得 证 ! ! 


类 似 上 述 证 明 方法 ， 我 们 把 此 不 等 式 推广 : 
类 似 19.2 若 a,b,ceR,， m,ne N°, 
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m 
a 4 
Drees 2 a ?十 六 十 cz I Ca,b,c e R. ) 


T 


证 


4. 内 斯 比特 不 等 式 加 强 形式 
内 斯 比特 不 等 式 还 可 以 进一步 加 强 ， 为 此 ， 先 给 出 几 个 引 理 
引 理 1 £a, b,c 都 是 实数 ， 且 +c,c+a,a+pb 均 不 为 0, 则 


БИЕ НЕС _3_1 C- DD) | 0-0) 
b+c cta a+b 2 2 (a+b)(b+c) (b+o)(c+a) (ct+a)(atb) 


a b C 3 1 2a 2b 2c 


证 明 : + 一 二 = 一 —3] 
b+c cta a+b 2 2 b+c с+а ae 
b b 
-2 5% а ea aa G aT ] 
ск te b ae тра салары тал» (b+c)(c+a) 
2 (a+b)(b+c) (b+c)(c+a) 
c(b+c)+a(at+b)—(b+c)(c+a) 
(c+a)(a+b) 


_ lef ta -2ca a +b -2ab Ы +c’ —2be 
2 (a+b)(b+c) (b+cXc+a) (c+a)Xa+b) 
_ 1 (с-а)? Р (a —b)° U (2-с)? 
2 (a+bXb+c) (Ь+с)(с+а) (c+a)Xa+bDb) 


引 理 2 жа, Бс, НЬ+с,с+а,а+ьЬ л 0, 则 
2; 2 2 
а А b C GOES Gay a b C 3 | 
b+c cta a+b 2 b+c c+a a+b 2 
2 2 2 
ay A 


+ 
b+c cta a+b 


Е a’ +а(ь+с) nes theta) с? +c(a +b) 


(а--Б--с) 

b+c c+a a+b 
ано) E O Ud ra hoe 

b+c c+a a+b 
Р a s pas S 

b+c c+a aT 

2 2 2 

即 a b А C ee A ae a b C 3) 
b+c cta a+b 2 b+c cta a+b 2 


引 理 3 a,b,c 都 是 实数 ， 且 +cc+a,a+p 均 不 为 0, WJ 


а? b° č atb+e 1 (2a-b- o) _ Qb-c-ay | (2c-a—by’ 


法 与 类 似 19.1 非常 相似 ， 我 们 只 需 用 映射 的 思想 来 思考 这 两 者 之 间 的 关系 即 可 。 


十 
b+c c+a a+b 2 а b+c c+a a+b 
2a-b-c) 4а -c-a _ 4b 
证 明 : sss Ы. 4a+b+c, аца a 4b+c+a, 
b+c b+c c+a c+a 


(2с-а-Ь) к Ac? 


= 4c+a+b; 
a+b a+ 


1. 


将 以 上 三 式 相 加 即 得 
2 2 2 2 2 2 
ao, b ioe сара оде а= 50 , 2b-c~a) ezab) | 

b+c cta a+b 2 4 b+c c+a a+b 

引 理 4 己 知 a,b,ceR， 则 有 


а +b? +e —3abc -5 +b+c)[(a—b) +(b—c) +(c-a)’]. 


证 明 : a’ +b? +c’ – Зарс 

=(a+b) ` +c —3a°b—3ab’ —3abc 
=(a+b) +c —3ab(at+b+c) 
=[(a+b)+c][(a+b)°—(a+b)c+c*]—3ab(a +b+ c) 
=(a+b+c)[(at+b) —(at+b)c+c° —3ab] 

= (а+р+с)(а? +b’ +c’ —ab-bc-—ca) 


= (a+b+ol(a-bY +(b—c) +(c-a)’]. 


引 理 5 已 知 q,b,c e R, WA: 
(2a-b-c) +(2b-a-—c)’ +(2c—b—a)’ =3[(a—b)’ + (b-c)’ +(с-а)?] 
证 明 : (2a—b-c)* +(22-с-а)? +(2с-а-Ь)? 

=[(a—b) + (a-f +[(b-a) + (b-0)f +[(e—b)+(e— QY 

= (а Б)? + (рс)? +(c—a)*]+ 2f(a—b)(a—c) + (b—a)(b—c) +(с-а)(с –Б)] 
= 2[(a—b)? + (рс)? + (с-а) +a’ +b? +c? – аЬ ас Бс] 

= 3 (аЬ) +(b-c)* +(c-a)’]. 

下 面 给 出 内 斯 比特 不 等 式 的 几 个 加 强 形式 。 

加 强 1: #a,b,ceR,, WA 
oe 451. ҚАЗЫ 


bre 2 2 Gap ee 
证 明 : 原 不 等 式 等 价 于 


1. (с-а)? г! (a-b) А (6-с)? gl (a-b) 
2 (a+b)Xb+c) (b+c)Xc+a) (cta)(a+b) 2 a@+b+e 
(с-а)? У (b-c) е 1 1 by. 


(a+byb+e) (сауаты) а + +e? (сус 
昌 柯 西 不 等 式 知 : 

(c-a)? Л (b— c) 2 [(e-a)+(b-o)/ 
(at+b)(b+c) (с+а)(а+Б) (a+b)b+c)+(c+a)Xa+b) 
E (a-b)? 
 (a+b)X(b+c)+(c+a)Xa+b 
因此 ， 只 需 证 明 

1 5 1 1 

(а+Б)(Ь+с) + (с+а)(а+Б) a +0 +с? (Ь+с)(с+а) 
«< с +(а+В)с (а +b’ +Зађ)с? +2(а +b –аь-ар)с+а +b +2(аЬ+ар)>0. 
注意 到 
а +0? -ab-ab = (а+Ь)(а? —ab+b’)—ab(a+b) =(a+b)(a—b)’ 20, 
因此 ， 只 需 证 明 


jami 
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с^ + (a+b)? — (а? +b? +3ab)c? +а +b* +2(a°b+ab?) 20. 


由 于 上 式 是 齐 次 式 ， 不 妨 设 c=1， 则 不 等 式 可 化 为 : 

at + +2ab(a’ +b°)- (a° +b? + ЗаЬ) + (а+Ь)+1>0. 
Aatb=u,ab=v, Ши? 24v. 

а? +b’ =(a+b) -2ab =u’ -2v, 

at +b' = (a° Ев) 20h = (u? - 2v) —2v’, 

则 不 等 式 等 价 于 : 

(и? —2v)? —2v? + 2v(u? —2v)—(u? —2v4+3v)+u4+1>0 


> 22 + (2и? +Dv-u +u?-u-1<0. 


22 +(2u 2 +]v- u +u>-u-1 
2 2 
H 、 2 u 4 2 
<2(—) +(2 +])-——u +u -u-l 
т) ( ) A 
3u* 10и? +u —1 
8 


(u +2)(3⁄° —6u? + 2и +4) 
8 


w+ DG + wwe Зи?) + 2(и? +u—2u7)+u"] 


8 


Qt DG + 21044 Зи?) + 2(и? +u—2u7)+u"] 


<0. 


8 
(и 225) - ТШ - V4)? +2u(u-1)? +u] 
8 


加 强 2: Fa,b,ceR,, WA 
2 2 2 2,2 242 
4 b C at+b+e., Qa b-c) | 

b+c cta a+b 2 (a+b+c) 


通过 MAPLE 软件 找到 的 最 大 值 为 ， 现 直接 证 明 最 强 情况 . 


а? R b? с? arbre (2a-b-c)’ 
b+c cta a+b ed 
MEB: 原 不 等 式 等 价 于 

2 2 5 , 
1 (2a-b-c) _ 2b-c-a) 0-а) ,, 2a-b-c) 


4 b+c c+a a+b  2(a+b+o) 


сыры 2 П.Ў 2 a 2 ae 2 
a (24 b-c) 2 с-а) + (с a-b) > 2(2a b-c) 


b+c c+a a+b 2 a+b+c 

由 柯 西 不 等 式 知 ， 
2 2 2 2 
(2a—b-c) ,(20-с-а) , 2ce-a—b) А (2a—b-c) 


(2а-Ь-с)? 


b+c c+a a+b  (c+a)+(a+b) 
1 1 


= + \(2a—b-cy 
(ct+ta)+(at+b) b+c 


21 


b+c 


4 
 (c+a)+(a+b)+(b+ ce) 
_ 2Qa-b- c) 
a+b+c ` 
推论 2.1: #a,b,ceR,, WA 
р 2 
СБ РЕ Сша од 
b+c cta a+b 2 ?(а-Б-с) 
“p... 2 
ao, b с naoa b-c) 
b+c c+a a+b 2 2(a+b+o) 
а? b° č a+b+c (2а-Ь-с) 
ә + + > 
b+c с+а a+b 2 2(а-ь-о 
加 强 3.1: 4a,b,cEeR,, WA: 
2 _ 2 = 2 
a b 26 pU Ы) +(b-c) E ay 
b+c cta a+b 2 (a+b+c) 
现在 我 们 要 寻找 的 最 大 值 ， 运 用 MAPLE 软 件 计 算得 的 最 大 值 为 1. 
接 下 来 我 们 证 明太 =1 时 ， 不 等 式 成 立 . 


(2а-5-с): 


简 证 : 


_ q b cœ 3 (a-b +(b-c)’ +(c-a)y’ 
b+c c+a a+b 2 (а+Ь+с)? 


2 252 -X (a‘b + ab") - > (a°b° +a°b')+25 abc 
p 2(a+b)(b+ с)(с+а)(а+ь+с)? 


根据 Schur 不 等 式 ，> а (a 一 b)(a 一 c)>0， 当 r=3 时 ， 有 
@ala-c)-a’b(a-c)+b’b(b-a)-b’c(b-a)+cecle-b)-c'ale-b)20, (1) 
d -eb -ee —abct2ab e +b -be -ba —bbc+2be'd +ë -ca - СВ —Cbc+2cdb >0, 
a) (a-b)(a+b)+b°'(b-c)Xb+c)+c*(c-—a)Xc+a)+a*'b' (e-b)+a*e(b- a) 
+b’c’(a—c)+a°bc(b—a)+ abc? (a—c)+ab’c(c—b) =0. 

(a—bXa' а-а-а +(b-0)(b' +bc-ap —ab’) (сас +аё b e —abe’) =0. 
(a+b+c)| a°(a-b)(a—c) +b’ (b-c)(b-a) +c7(c—a)(c—b) |20, (2) 

C1) + (2) 即 证 原 不 等 式 . 我 们 认为 这 种 证 法 非常 优美 ， 只 需 连 续 用 到 两 次 Schur 不 等 


式 即 可 证 明 。 


要 证 明 此 不 等 式 还 可 用 到 SOS 法 (Sum of Sqiare) 的 思想 ， 并 找到 因 式 分 解 的 形式 . 
| 
b+c Е (a+bt+c) 
2 аЬ} |(a+b)(b+e)(ct+a 
БТ салшы 
(a+b+c) 
J (a-b) (a+b)(a? +b? -c?)20. 


因为 这 是 一 个 对 称 式 ， 所 以 不 妨 设 a>b>ce; 
注意 到 ， 则 要 证 明 原 不 等 式 成 立 ， 即 要 证 明 : 


52% = 


2 2 Se 2 5 b 
(a-c) S,+(b-c) S, ШЕР 86-9 > (625, +а? [oo . | 
ЖЕНЕ. S,(b-c) +S,(a-c) +S (b-a) 20, BE: 525, +а25, >0 
a 528, +a’, = (b° -а (Ы +e’ -a° )+ (a +са?)(а? + c° -b°) 
-а +b +ас+ђ^с+ас? +hbic ta e +Б?ес ар – Б?а —2a’b’c 
根据 均值 不 等 式 得 : р +a? > аЬ? +a’b’?, bte + atc 2a’°b’c 
所 以 原 不 等 式 成 立 . 
此 外 ， 我 们 找 出 了 三 种 等 价 于 原 不 等 式 的 优美 的 不 等 式 ( 均 为 最 强 形 式 )， 现 分 列 如 下 : 
推论 3.1 4a,b,ceR,, WA 


У a atbt+e. Yi(a-b) 


b+c 2 =~ a+b+c 
简 证 : > 2а? ЕСЕ 2 X (a-b) | ey 2a° -ab -ac S 2| (ab) | 
b+c = a+b+c b+c Е а+Ь+с 


b+c a+b+c 


oye 
ЫЛЫ ашылар алалы 
с (658 b) *(a-+b)(a? +b? -c?)|>0- 


… 原 不 等 式 得 证 . 
推论 3.2 #ra,b,c e R , WA 


2—1, (ась). 


b+c 2 


简 证 : S(r) goy l s 


e >I (a+b) (а) (a? +ab+ac+b? +be)|>] (aby |(a+b)(b+e)(c +a) 
006 b). (a° +b’ -c? )|>0， 


… 原 不 等 式 得 证 . 
推论 3.3 Жа,БсеВ,, WA 


«595 сар 


ЕНЕ. >. *(a—b) +а (a—c) + a(a—b\(a+b)+a(a—c)(a+c)+2a(a’ 一 bc) 
b+c 
< (a-b) (a+b) (Qa? +2ca+3ab + 2be +2b*) +} '2a(a’ —be)(a+b)(c+a) 
>4(> (a-b))Xa+b)(b+c)(c +a) 
= '(a-b'(a+b)/Qa -2ca-ab-4c +22? —2be) +> 20 + 2a*b + 2a*e—6ab’c* > 0 
© X (a-b) (a +b)(2a° —2ca —ab— 4с? + 2b° – 2be) 
+>) (a-b) (a +b)(a2+2ca+ab+ e +b? +2bc) > 0 
e |(a+b)(a-b) (a? +b? с) |>0: 
… 原 不 等 式 得 证 . 


ad), 2[ $ (a-b) | 


24% (a-b? 


š 2а-ь 
推论 3.4 Жа,б,се R , №: DN 12,04-5-<)” 


b+c 2 23 a+b+c 
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ТЕ 


则 有 : 


推论 3.5 Ha,b,ceR,, WA: 


推论 3.6 Ha,b,ceR,, WA: 


推论 3.8 Ha,b,ceR,, WA: 


Ж 3.9 #ra,b,c e R , 1 


加 强 4: 若 a,b,c eR,， 则 有 > ( 


文 [1 仅仅 证 
里 数 ， 但 依旧 有 法 可 证 


a 


, 1 Х(02а-ь-с) 


3 
a 


ae +e 


b+c 22 3 (а-Ьь-с): 


b+c 


3 


b+ 


2 


с 


І 2 
5 222.04 b-c). 


22У (2a-b-c) . 


2 

2 
推论 3.7 若 a,b,c eR,， 则 有 : YA 

2: 


г Le 


若 指数 再 增加 ， 则 不 等 式 的 规律 已 不 成 立 . Q 


a 
b+ 
a 


өзе -2(4 +b? +c —3abc) 


C 


(а+Ь+с)? 


a eb? +e? а 94.5% +с – Зађс 


а 


с 


了 


2 a+b+c 


这 是 加 强 了 的 “十 兄弟 ”. 


pu- by +(b-c)y +(c- a) 


b+c 


Жы 


CD +e 


明了 k= 3 通过 MAPLE 软 件 ， 我 们 找到 了 kK 的 最 大 信 为 2 一!， BORNE 


. 接 下 来 我 们 直接 证 


明 这 个 最 强 的 情况 . 


r (b — c)° 


r (c — a)° 


= 
<=> У (а-)(а+Ь)>2(3- pide Or 


3 、\ -1 (a-b) 
772 


32 oh 


Pe 


b+c 


a +b? е? 


(а= Б)? + (Ь- с) + (с-а)? 


а 


а +b? + с? 


tb? He? 


(a-b) +(a~c) 、 (J3- DO a-b») 


(a+b)(b+c)(c+a) 


= У (a-b) (a+ bia? +b’ +e" ЕТИНА (а+Б)(а + с) + с) 
= У (a-b) (а+ Ба? +b? + с? (43 - 1а + с) + с)]> 0. 


b? 


<2-(,3-Тха 


因为 这 是 一 个 对 称 式 ， 所 以 不 妨 设 a > b > с, Н: 


с)(Ь 


с)] , 


5 = (а 
S, = (c+ 


S =(b 


Ьа? 
а)[а 


ola? 


b? 


<7-(/3-1(а 


Бха 


24b? +e- (Af3— (b+ a)(b+c)] 


e] 


注意 到 5-D< 了 了， 则 有 : 


5 =(а +5)[а +b +e” -3 —I(a+o(b+o0)]=(at+b)[a +P + 5 (a+c\(b+c)] 


> (a+b) (a + +c —ab—ac—bc)=0, 


1S, > 0; 


Ң(2-У3)У4 


EFS, ， 稍 稍 需要 技巧 ， 注 意 到 ， 


-24- 


а-4Ә5>48-1 (均值 不 等 式 )， 


S, =(ct ala? +b? +? (43 -16° + ac +ab+be)] 2 (c+a){[(2-V3)a’ He -(\V3 – Dac] 


re (V3 -Dbc]+(V3-I(a +b? —b’ —ab)]) > 0. 


(FERED? 的 项 合并 成 (2 一 V3)b? ， 则 无 法 证 明 S, > 0 ) 
25 > 0. 


~ 


Е a-c а I Е 7 、 
s lma x 则 要 证 明 原 不 等 式 成 立 ， 即 要 证 明 : 
一 C 


2506-0) +8,(-a) = (b-0) IS, + 8, CF] 20-0 (8 +.a7S,)>0. 
=E. 


WUE: 225 +a°S,>0; 

b2S +а28,= а? +b +(2-4/3)(а?с? + с? +2a°b’c tab? + ac + a2b2 + Бс) 
+(1— /3)(2a°bc +2abictab’c’ а-а? с + ab * + a*b)+ Бс +а?е 

Sbe e O-N + + (3да? й- Эс тадан ad e + Vb’ +e 
(2-/3)a? +(1-V3)(be +.ac)]+ a +b + (2-V3)(ab? + ate + a2b2 Б) 
+(1-/3)(2a°be + 2ab*c + ab* + ab) + arc? + Бс? 

>[(2-V3 жа 32 + (1-V3)a*be]+[(2 — /3)a?b° + = bie? а-аа) 


H(2—3)a° за 367] +[(2-3)b° 4 abe} а Pp ЕТ 


> (V3 -DIC K Ne eee 
故 原 不 等 式 得 证 
我 们 还 不 找到 了 两 个 等 价 形式 : 

a+b+c sass І asb HO (с-а) at b+e) 


a 
EY. 1 СЕ SE НУ 
ас De 2 2 a +b? +c 
2 a 3 1 — Qa-b- o 
推论 4. 2 . 
5 2 фе еткені а +0? +c 
3 i 
推论 4.3 У а _а+ь+с 、 (V3- Га? — + 3abc) | 
pie 2 a +b te 


加 强 s, a >3 .1 .(4- БХЫ-сХ(с-а) Ree 
b+c 2" 6 a 
证 明 : 不 妨 设 max (a,b,c) =a 
移 至 左边 : s _3 17. (a —b)(b-c)(c— а). 
b+c 2 6 CE 
左边 = 1 За? +3b° +3c +7b°c—-10ab’ -10pc + Tac’ +7a°b—10a2c) 
3 (b+c)\(ct+a)(at+b) 
(a—b)(b-c)(c—a) 


当 a >b>c 时 ， 显 然 不 等 式 成 并 ( <0). 
АА Gre cu. (а) +С) а) 


当 a>c>b 时 ， 若 a+b>2c， 不 等 式 左 边 = 


1 1 

ө 3 4 2 Ie4 | 264 2 | 264 3 
а ОИСИ ОЕЕО 
18b(c- Б)? + 18b(c – Б)(а – 2c +b) + 6(а – 2с +b)” ] = 0 


若 a+b<2c， 不 等 式 左边 = 


1 l 
“m mmm T a E 
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加 强 6 再 来 看 看 加 强 5 的 对 称 形 式 : Sa,b,ceR,, WA: 


a 3 Kk(a-b)(b-c)'(c— a) a 9 
> ; k 的 最 是 一 个 无 理 数 二 +2V2， ñ 
Queso 2 (a+b) (+c (c+ay И 2 292 a 


时 我 们 采取 SOS 法 来 证 明 此 不 等 式 ， 通 过 和 运算， 我们 发 现 有 如 下 恒等式 : 


(a-b (6-с) (с-а) =(a-b) le жас —c'(a+b)]+(a-c)[b'+ab'e—b'(a+o)]+(b—c) [Ia +abc-a (b+o)] 
ASSL 与 上 式 ， 可 得 : 


Мм 


У (a-b) (аЬ +а?с+Ра+с+с?а+сЬ+2аЬса+Ь) – (9+ 4V2)c* + abe? -c° (a+b)]} >20 


W: a>b>c, S, =(a+b)Xb+oe) (a+c)- (94 4/2)a?(a—b)\(a-c) 


S,=(a+b)b+c)(a+c) (9+ 44/2) (Ьа) с) 


S, = (а+6) (0 +с)(а+ с) –(9+4/2)с (с Б)(с-а) 


HFS, 5 S, 我 们 已 证 得 此 两 者 都 大 于 或 等 于 零 (非常 易 证 ), 然而 当 我 们 继续 用 sos 


证 明 时 ， 发 现 不 等 式 无 法 得 证 。 我 们 尝试 将 SOS 法 加 强 如 下 : 
“a—-b>b-clit, 


(aby S,+(b-e)S, +(€—a)'S, =E S, +5, (SVS, be) 
=C =Q 


=< 
М 


> Es, +S + AG 0 DS,1 _ey 
(b-c) 


=(b°S +b°S +a’S,) = 


“a—-b<b-clit, 


一 


—b)’S.+(b-c)’S -a S, = 
(a-b) S -(5-с) S “(с-а) S, “amp Ba 


)2S,](b — c)° 
_b 2: 2; 2 
a. FS: +0) S,\(b-c) 


>[b?(a _b)2S. +b*(b-c)’S, +a(b-0)'S,]o> 


但 是 , 我 们 依旧 无 法 用 此 方法 解决 这 个 问题 (原因 : ~-(9+4\/2)a4 这 一 项 的 系数 太 小 1)， 
因此 我 们 只 有 再 另辟蹊径 。 


-y O-o ea 
(a+b) (b+c (c+a) ` 


我 们 通过 大 量 运算 发 现 原 不 等 式 通 分 并 去 分 母后 可 以 化 为 : 


证 明 :， 原 不 等 式 可 变 为 : (》， -2-6 ал) 


а 
b+c 
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(22006 —c)[—(a у баер урсо +2b + 7a алар 


+10а?с? +10b°c? + 8a*bc? + 8ab’c? +Тас +7bct – 2с —8abc? -10a’c? —10b°c? 


—12a*be —12ab*c — 5a*c —5b*c —2a*b* —2a*b’) 
=c[(2a° +2 —2a°*b’ -28b ) +c (b—-c) +c (a—c) +АЬс (c — a) + дас (c —b) + 2ac?(c—a) 


Hh (c—b) + 80°C (b—c) +8 (a—c) +100 c—b) +108'e(c—a) + 2ab*(b—c) +2a°Wa—0) +5a'(b—c)+5b'(a-o)] 


+(а – с)(Ь – с)[-(а – Б) + V2(a-0)(b- 0)? 


> c{(a—c)[(2a*b -– 2ас^) + с^ – 4с +8b°c? —10b°c + 5] 


+(2-с) Ора —2bc?) +c* – Дас + 8a°*c* -10а`с+5а*]) 


+(а = с) – с) (а -Б) +302 (а-)Ф- o) 


> с(а – [с (сБ) +ЗЬс (ьс) +5 ес Б) +50 (Ь– с)] 

+с(Ь – с)[с(с —a) + Зас (а с) +5а?с(с- а) +5а(а-с)] 

+(а с) —c)[-(a Б)? + V2(a-c)(b-0)P 

=(a-c)-(b-c)-{e-[(5a° –5а?с) + (Зас? с^) + (5° – 5Ь?с) + (bc? — с?)] 


Н-(а Б)? + V2(a—c)(b-c) PF} =0 

原 不 等 式 得 证 ! 

此 不 等 式 极 强 ， 以 至 于 SOS 法 无 法 奏效 ， 其 实 此 不 等 式 证 明 的 技巧 在 于 找到 这 个 美妙 

的 式 子 : (a—c)(b-c)[-(a—b)? Ү2(а-5Ь-ОР» 并且 我 们 根据 此 证 法 思考 对 称 三 维 不 等 

R (或 轮换 对 称 ) 能 否 化 成 如 此 形式 (a 一 c)(5 一 O)(S1+5,) 或 (a+b 一 2c)(Si+5,) 或 
(a—b)(a—c)(b—c)(S,+ S,) CRAMER Y a> b> c 1. 

差分 法 : 不 妨 设 a>b>c， 可 令 q=c+x+y,b=c+x(x>0,y>0)， 则 原 不 等 式 等 价 于 


32(x +xy + y°)c* +(80х° +120x y +136xy* +48y )c + (72x* +144x y +192x° y? 
+120xy + 24y*)c? +(28x° + 70x*y +108x° y? +92x y? +34ху*+4у?)с 

+4x° + 12° y+ (12-442) x4 y? + (4-82) xy? + (2-4/2) x74 + 2xy5 > 0 

<> 32(x7 +xy + y*)c* +(80х° +120x y +136xy* +48у')с? +(72х* +144x`y +192x2y2 


+120ху’ + 24y*)c? + (28x° + 70x*y +108x°y* +92х?у? +34xy* +4у?)с 
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+x(x+ y)(2x° + 2xy — 222 20 


加 强 7 我 们 寻找 类 似 19 与 内 斯 比特 不 等 式 的 内 在 联系 ， 通 过 MAPLE 软件 得 到 ， 
a,b,c e R. , WA RM 2 为 最 强 情况 ): 


= 


Ж 


WEAR: 要 证 明 原 不 等 式 即 证 : 
а(а-5-с) 2a ab(a—b)+(a-—c)ac 2абс 
ЖЗ 508 
(a—b) ab(a* +b? +ab+ac+bc+c’) 2арс 
х È (b? +e )b+o)(a +c’ (atc) р? (b? жс” -е) Е 
不 等 式 显然 成 立 。 但 实际 上 此 不 等 式 并 不 难 ， 比 类 似 19 还 易 证 明 。 
可 推广 此 不 等 式 至 : 


а" а 
n)>2. SENT 
C= (dia ) 2 ss pares (mneR, т.п>1; 
要 证 明 左 大 于 等 于 号 ， 与 上 式 相 似 〈 故 不 详 证 ); 右 大 于 等 于 号 请 参照 推广 1 
加 强 8 当 a,b,c eR, WAW FER: 
4. Qe) a 22) , 
; x 
通过 MAPLE 软件 有 k=1.5 eg 
Se EOE or arbre 
WEAR: 要 证 明 原 式 即 证 明 : 
2 
(a+b)(b+oc)(c+a)- 2040 ae 22 < У (а) (а+Б)Ка+Ь+с) 
>a *b+a’c) 
Ха" 
Жолы c) (a+c) J (a-b) (a+b) 
У (а?)-Уа * (a+ bb ++) 
с (a+b)(b+c)Xc+a)> (a-c) (a+c) < У (a-b) (a+b): (а): Уа 
< [> (a-c) (а + с) {(at 206+ с)(с+а)- > (a): а]>0 
要 证 此 不 等 式 ， 即 证 ，4 +b +C 一 24bc > 0 ， 该 式 显 然 成 立 ， 则 原 不 等 式 得 证 。 
初 看 此 式 会 觉得 非常 繁杂 ， 但 我 们 只 需要 掌握 一 些 恒等式 的 规律 即 可 把 原 式 化 为 : 
У а? н З(а +b? + c°) 
b+c Ua +b + с?) 
总 结 : 在 证 明 加 强 不 等 式 时 比较 有 效 且 证 法 明了 的 方法 有 SOS 法 ， 而 至 于 三 角 蔡 换 法 
(X+y=a，X+Zz=b，ZzZ+y=c，4,b,c 为 三 角形 的 三 边 ) 虽 看 似 灵动 活 巧 (这 种 方法 
很 多 半成品 )， 但 一 到 证 明 系 数 最 大 的 形式 时 ， 三 角 替 换 法 就 很 弱 了 ， 往 往 放 缩 过 度 ， 
因此 用 三 角 替 换 法 研究 加 强 不 等 式 有 不 少 局 限 性 ， 因 此 我 们 暂时 弃 Z 个 用 。 1. Hú SOS 法 是 否 
绝对 通用 了 呢 ? 和 一 些 不 对 称 的 加 强 不 等 式 时 SOS 法 的 局 限 


很 明显 的 体现 出 来 了 。 虽然 一 般 可 以 用 差分 法 把 它们 都 解 出 来 ,但 没有 技巧 性 ,我 们 认 
ee TA 


mm 


2 а Ха+ь+о) 


(ач BO HONE LS) 22 = 


< [У (a-b)'(a+b)l(a+b+ce) 


- 28 - 


依旧 可 以 使 用 “拼凑 ”的 方法 ， 但 技巧 性 就 更 高 了 ， 如 : 加 强 5、 加 强 6。 我 们 已 经 发 现 一 
些 规律 ， 可 是 在 现 阶段 赁 我 们 的 能 力 ， 很 难 找 出 这 一 类 问题 的 通用 解法 。 今 后 ， 这 方面 的 下 
完 会 很 有 意义 。 我 们 还 认为 ， 研 究 不 等 式 一 定 要 有 结合 恒等式 的 思想 〈 不 一 定 要 是 阿 贝尔 
(Abel) 恒等式 ， 拉 格 朗 日 (Lagrange) 恒 等 式 等 高 级 的 恒等式 )， 这 样 的 话 才 会 找到 理想 的 形 
We 
5. 内 斯 比特 不 等 式 的 应 用 
例 1. (2009 年 第 五 届 北 方 数学 竞赛 题 ) Ax у. z>0 22. =3 ， 求 证 : 
2009 y = Е 2009 
– 2008(х – D. 2008(у = 1) 42 — 2008(z 一 Ds со жалы 
y+z 2+х x+y 
(命题 人 : 杨 海滨 等 ) 
证 明 : 由 均值 不 等 式 知 ， 
x? —2008(x—1) =x +1+...... соғы) — 2008x > 2009x – 2008x = х, 
x” — 2008(x — De x 
y+z +z 
ia yp — 2008(y – D. y 2209 — 2008(z – Пе 24 
Е 2+х  Z+x x+y x+y. 
由 柯 西 不 等 式 得 
ax x _ 2008(х — D у2% _ 2008(у 1) 2%”-200%(2-1) 
y+z Z+X x+y 
2 2 2 
Spade ene I =u === s 
y+z z+x x+y x(y+z) y(z+x) z(x+y) 
> (x+ytz)° (x+ y+z)° > З(ху+ yz + Zx) 3 
 X(y+Z)+)(Zz+X)+Zz(xX+)) AWxytyz+z) 2(ху+ ух + ZX) УД 
Ort y+) За ty +27) = ax => 
2009 ya = = 2009 
ge — 2008(x — D. 2008(у — 1) 42 — 2008(2 一 Dis. со ЕТІ 
y+z Z+x x+y 
例 2. 设 q,b,c >0， 求 证 : EE 2 ` 
3 a(1+b) b(1+c) 2 
ЖЕН: 设 apc= 尼 >0,a= p e. 2 b= БН gep ， 其 中 a,a,,a; > 0 . 
а, a, а; 
СЕ сул кен а 2 
a(1+b) b(1+c) с(1+а) Хаве (1+ Уа) 
1 1 1 3 
о — + — +t P 
perea ұз,ра ұза, ра (14%) 
а, а, a, a, а; а; 
Sn ees p s (59 
а, «Жау a,+ka а “Жа, 1+k 
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a, +ka, =(k+1)x (2 -k+1)a =k°y+z-kx 
下 证 (*) 式 , 令 410 +Ка =(k+1)y , x,y,z >0, 解 得 (k -k+1)a, =k°z+x-ky, 


а +ka, =(k+1)z (k -k+l)a, = x+ y—kz 
хоу gi Ме, y i 
а, “Ка, a,+ka, a “Ка, 
eee Ea | K'y+z-ke (С2%х-4у k’x+y-kz 
КЕТЕ; x y z 


КЕС СЕЗ 
k'—k+] l+k 

_ 3 

1+5, 


ШО) 式 得 证 ， 原 不 等 式 亦 得 证 . 
2 2 2 
ЙІ 3. a,b,c e R* ,求证 : a +bc b +ca c +ab Š 
a(b+c) b(c+a) c(atb) 


Є а? +be с 3 са 
证 明 再 利用 >-, 3 相 加 
i > с. S s Хт x. 2 
评析 : 本 题 采 用 拆 项 与 并 项 的 方法 ， 再 利用 已 知 不 等 式 和 配方 等 技巧 .本 题 实 际 上 是 内 
斯 比特 不 等 式 的 两 种 形式 的 合并 。 
leg! жалыны 1 
网 4. Ех, у, а Н, Жа. 4 a 
l+y+z 1-2-х l+xt+y 


分 析 : 本 题 是 证 明 分 式 不 等 式 ， 可 以 党 试用 柯 西 不 等 式 去 分 母 . 
ШЕН: 2х<1-х”-а,2у<1-у?-Ь,22<1-2%-с, ЛІ 


a+b 


Т 


2. 


1-у! š 1+2? 


1+5? 1+ у? f: 1+2? 
l+y+z? l+zt+x? 1+х+у? 
а b C a b C 
= + = + РТ === 
yo gta x+ be ый Eb 
2 2 2 
e )>2. 


b+2c с-2а 5 


М y xP, —T ду ур Se 1 
| 5. (第 36 № IMO 试题 ) 设 a,b,c NEXX, abc=1, ik: Lae 


а (b+c) 
证 l 1 1 > =a Ау В х 3 on 
WH: 令 xX= 一 ,y= 一 ,Zz = 一 ， 则 有 xyz=1. 原 不 等 式 可 化 为 : > > 二 ， 这 个 
a b C у+2 2 
不 等 式 利用 均值 、 柯 西 和 排序 都 可 以 证 明 〈 结 合 类 似 11). 
例 6. ¥EMa,b,c#HEabe=1, Жі. “ 5 с 23 


2 十 2 十 2 ЕЕ i 
b'(c+) c*(at+l) ақын) 2 
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2.2 252, 252, 
ОДР pe eo a л БИЧЕ mn 
y 2 x y(xt+z) Z(y+x) x(z+)) 2 
ee о УЫ 
y ху+уг 2 уг+2х х 2х+ху 2 
左边 关于 x,y,z 对 称 ， 不 妨 设 x>y>z, >>>, 
Ze es N 
一 > 一 一 > 一 一， 由 切 比 雪夫 不 等 式 ， 
у2+2х xytyz ZX+XyV 
2 ху we , XZ 
3 Z у х )Z+ZX XY+YZ 2х+ху 
ЫШ жз ху x у 2 уу ум. 
3 Z y x у2+2х ху-у2 2х+ху )Z+ZX XY+YZ ZX+XY 
ПЫ: 2 me > 了 得， 左边 > а = ЕИ 
b+c cta a+b 2 J2Z+2 ху+у2 2х+ху 2 
例 7.(《 数 学 教学 》2002 年 2 号 问题 556) 在 锐角 三 角形 中 ， 求 证 : 
cos A cos B cosC 52 
cos(B—C) cos(C—A) со( А-В) 2 
cy,  <084  _ sinBsinC—cosBcosC _ tanBtanC—1 
со(В-С) cosBcosC+sinBsinC 1+ tan B tan C 
_ tanAtanBtanC-tanA _ tan B + tan C 
хап А+ (ап Ахап Вап Сс 2tanA+tanB+tanC ` 
同 理 coSD _ tanC+tan A 
~ cos(C—A) 2tanB+tan C+tanA 
cosC _ tan 4+ tan B 
cos(4-B) 2tanC+tanA+tan B` 
问题 转化 为 证 明 
tan B + tan C x tan C + tan A tan Á + tan В >3 8р, 
2tanA+tanB+tanC 2tanB+tanC+tanA 2tanC+tanAt+tanB 2 
A(tan A+ tan B + tan С) 1 A 1 А 1 Я 
2 2tanA+tanB+tanC 2tanB+tanC+tanA 2tanC+tanA+tanB 2 


例 8. 0<4,B,C<>,A+B+C=z, 求证 : 


Jl-sin Asin В +VJ1—sin BsinC + J1—sin Csin A >25. 


V B С У жұ 2s Ж 
Ш. 4 4-2-2, B=2-2 C=- wien Fees AH ABC, 
2 2 2 2 2 2 


H, ЖШ: ./1-sin А sin B, +,/1-sin В sin C, + J1—sinC sin 4, = 


A 
sin 一 一 


\/1— 81р B, sin С, ет 


sin 
2 
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B-C, 


<> (1—sin B, sin C ) sin? > sin? + 
<> (l -sin В, sin C,)[1—cos(B, — C,)] >1—cos A, 
<> sin $ sinC,[1—cos(B, —C )] > 0. 


. Á . B С 
sin 2. sin 2 sin > 3 
问题 转化 为 证 >. 
问题 转化 为 证 明 ET + e + Fan 
cos——— cos cos 
2 2 2 
in 2sin s ; А 
ТЕЕ = 2 On ta sin A, = sin A, | 
сов Bo =! 2cos Be — © cos å 2sin 2 _ а cos А 2 C sinB +sinC, 
问题 等 价 于 
sin A, 3 sin B, R sin С, 4; 3 


sn B +sinC, sinA+snB, snA4+sinB 2 

例 9. (2000 年 韩国 数学 奥林匹克 竞赛 试题 ) 设 a>b>c>0，x>y>z>0， ЖЕН: 
ax? by’ ez’ Б 3 

(by+cz)(bz+cy) (cz+ax)(cx+az) (ax+by)ay+bx) 4 

证 明 : 由 均值 不 等 式 得 


(ру + cz)(bz + cy) < eee = 20 +c) (y +z). 
1 ЖЕ, ж ri UE BH 
ax? by’ ez’ Š 3 


(b+ c) (y + 2)° Ç: (c +a)” (2+ х)? Т (a+b) (x+y) 16 
由 柯 西 不 等 式 得 


22 2:2 2.29; 
(ОАЫ =_=, a a 
(b+c) (y+2) (c+a)(z+x) (a+b) (x+y) 
>[ ax a by P CZ Р. 
(р+с)(у +2) (с+а)(2+х) (а+Бу(х+ у) 
只 要 证 明 : 
ax by CZ s: 3 


(b+c)(y+2) ata =a ` (a kb) 4 


AlNa>b>c>0, x>y>z>0, 
ҚАСЫ Тк та жерлен 
b+c cta a+b y+z z+x x+y 
由 切 比 雪夫 不 等 式 得 
ax > by s cz 
(b+c)\(y+z) (c+a)(z+x) (a+Db)(x+y) 
sal a b £ NE E 
3 b+c c+a a+b y+z z+x x+y 
133_ 3 
322 4 


-32 - 


6. 有 关内 斯 比特 不 等 式 的 猜想 
猜想 1: 借助 杨 路 教授 的 Bottema2009 软件 发 现 ， 加 强 5 仍然 可 以 再 加 强 为 : 设 
ИИ 01]: 


У а ~ V13+16V2 ae pb)(p—c)(c— а) 
b+c 22 2 (a+ b)(b+c)(c+a) 

ARTY ABE 16k* -104k —343 = 0 四 次 方程 的 根 , 是 此 形式 最 大 的 系数 . 我 们 通 
过 差分 法 ， 可 以 证 明 此 不 等 式 。 
证 明 : ”将 不 等 式 移 至 左边 ， 通 分 去 分 母后 ， 得 : 
13 +16V2.a7b + 4/13+164/2ас? – 413+164/2а?с+ 13+16V2b’c — 13 +16V2b7a -V13+16V2be? 
ab—ac’ —a’c—b’c—b’a—be? + 2а +2b + 2с 20 
“4 a= x+y+z, b= ytz,c=z (а> Ь>с) 则 (以 下 不 等 式 显然 成 立 ): 


2у +25) +4/13+164/2х2у+4хуг + 4/13+164/2 ху? +S5x y+4x z+3xy +4y’z>0 
` 


“4 a= xtyt+z, b= z, c= y+z (Mla>c>b) W: 


2y +2x ` +4xyz +5x y +4272 4+3xy? +4y 22 J13+16/2x2 y V13+16V2xy? >0 


注意 到 13+16\/2 < 6 ME: 


2y? +2x +4xyz4+ 5x7 y+4x 2+3xy +4y 22 413+1642х° у= 4/13+1642ху? 
=F (Мату 3,/13+16V2 y— -1423y зв) (14x+21y- 13 +16V2y—2,/13 +1642 V2) +142) 
+4xyz +4x2>z +4y2z > 0 


Q21y-Jl3+16/2y-2.13+16/2 V2y+14V2y 中 ， 注 意 到 21+14V2 > 40.799, 


VY13+16V2 +2V13+16V2 V2 — 22.851; … 原 不 等 式 成 立 。 


但 是 否 有 通 法 或 简便 算法 解决 这 类 问题 呢 ? 
猜想 2: 借助 杨 路 教授 的 Bottema2009 软件 发 现 ， 加 强 一 仍然 可 以 再 加 强 为 : 


2 
ta,b,c>0, ЛІ: 2 -222 =: 
+c а? +b’ +c 


我 们 曾经 借助 计算 机 用 差分 法 解决 了 这 个 极 强 的 不 等 式 , 过程 如 下 : 将 大 于 号 右边 一 直 
左边 ， 通 分 得 其 分 子 为 : 
16a° ie + 16c° —17a*b—17ab* -17b*c—8hc* -8a –17са* +17а +170 b -PP азы 
Яса?-с?а? + 2а Ь?с-ТађБ?с? -Ta be? 
接 下 来 差分 的 式 子 都 是 上 式 的 分 子 . 一 次 差分 : 
[1] 令 a=x+y+w,b= y+w,c = wf: 
16x° +109x° y? +256y xw+150x yw+264xy w +278x°y w+168x yw +96w xy + 63x" y 
+126х?у? +24x°w + 40x° w + 46x*wt128y4w+ 80y'x + 96y'w +176w y? +32y >0 
(2) 4a=w,b=y+w,c=x+ytw: 
16x° +136x у? +166y xw+240x yw+192xy w +350x yw+312x yw + 96w xy +72х*у 
+135x° y? +96x° w° +112x°w? + 64x*w+38y*w+53y*x+24y w +32w° y +14y > 0 
[3]. 4a=x+y+w,b=w,c=ytw: 
16x° +91х?у? -14y xw+ 114x yw—96xy w + 80x? yw+24x yw —48w xy +63x*y +63х?у? 
+24x°w? + 40х?и? + 46x*w+ ey асады ?%+32у?у? +14y° 
对 于 [3] 进 行 二 次 差分 得 : (1) +x=at+bt+c,y=bt+c,w=c 得 : 
6576бар?с? +3664ab*c + 5152аһс? + 4162a°bc? +1304a°bc +3320a°b’c +143a*b 
189а*с + 503а?Ь° +841ас? +874a°b? +1740a’c? +1492ac* + 748ab* +1584b*c +3696b°c? 
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e ee +16a° + 264b° +528c > 0 
(2) &x=a+b+c,y=c,w=b+c 得: 

471 lab’c? +2322ab*c + 4296abc? + 358 la*bc? +1134a*be + 2484a°b*c +126a b 
+189а“с +384a°b? +841a°c? + 580а 0° +1740a’c* +1492ac* + 432ab* + 783Ь*с 
HODE +2556b°c? +1756bc* +16a’” +126b° +528 > 0 

(3) Фх-Б-с,у-с,м-а--Ь-с4: 

1202аР7с? +810ab*c +81 6abc? +72a*bc* + 216a°b’c + 24а? +112a°b* +264ac* 
ЕА + 2556b°c? +1756bc* +126 +528с° > 0 

(4) &x=c,y=b+c,w=atbt+c 8: 

194ab’*c? + З46ађ?с + 240abc? + 72a°b’c + 24a°b’ +104a22b + 264ac* +174Ь*а 
аА +1052b°c? +1148bc* +1082? + 528с° – 72аЬс? > 0 

(5) &x=bt+c,y=at+bt+c,w=c ff: 

1927 ab*c* +1250ab*c +1864abc? + 1661a*bc* + 702a*bc + 1428a7b?c + 108a*b +125а*с 
+324a°b? +441а?с? + 488a°b? +812a°c? + 884ac* + 366ab* + 399Ь*с +707b°c? +1052b7c° 
ee +14a° +108b° + 528с° > 0 
(6) &x=c,y=at+b+c,w=b+c 8: 
1927ab*c* +1250ab*c +1864abc? +1661a*bc” +702a*bc +1428a*b’c + 108a*b +125a*c 
+324a°b’ +441a`c + 488a°b’ +812а°с + 884ac* +366ab* +399b*c + 707b'c* +1052b°c? 
+1148bc* +14а +1080? +S28c > 0 
BIEZ KSAAMER COMERS), 而 且 毫 无 技巧 . 我 们 希望 找到 一 种 有 技巧 性 有 
简洁 明了 的 证 明 . 这 里 所 谓 的 猜想 也 就 是 对 这 2. 


猜想 3: 4a,b,c,deR,, WA CH 中 系数 为 最 强 情况 ): 


y a 4.1 (a b +(b—-c)’ + (с-а) +(d—a)’ +(a-c) +(b-dy 
b+c+d 3 2 (а-Б-с-ау 


为 了 研究 此 四 维 不 等 式 ， 我 们 还 发 现 了 以 下 恒等式 : 


(3a—b-c-d) +(3b-c-a-d) +(3c-a—b-d) +(3d-a—-b-c) =2(a+b-d-cy 


+(b+ce—d-—a) +(c+a—d—b) +(d+b-a—c) +(atd—b-c) +(c+d-a—b) ] 


а? a+b+c+d 51 Ga- Басу 
b+ct+d 3 Е at+b+c+d 


这 实际 上 是 加 强 2 的 推广 ( = 依旧 是 最 强 的 系数 ), 但 是 按照 加 强 2 的 证 法 只 能 证 明 以 下 


ЖИН 4: “4a,b,c,deR,, Л: 


n x 2 
pR: Mapana, ERM, 有; + а 24-4 OAA 《鉴于 证 法 太 相 


似 ， 在 此 不 作 详细 说 明 )。 

对 于 以 上 猜想 3 与 猜想 4， 我 们 已 经 运用 差分 法 〔 设 : a=xtyt+z+w,b=y+z+w,c=z+w,d=w ) 
立马 就 证 明了 此 两 猜想 。 在 此 之 前 ， 我 们 也 尝试 过 将 三 维 SOS 法 推广 应 用 到 四 维 的 情况 ， 
但 无 法 奏效 ， 亦 尝试 过 配方 法 , 但 四 维 项 数 太 过 繁多 ,运算 时 我 们 望 而 生 綦 ， 就 此 打住 〈 逐 
步调 整 法 亦 有 尝试 ， 但 比 差 分 法 计算 更 繁复 )。 望 各 位 老师 指点 迷津 。 
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ЖИН 5: BUTEA SRR Е: Bay а,.....а, eR,» 00: 


n 5 > (а,-а, “ye 
Xi - a; ] > р. Еа 


i=l > а)-а, п-і1 Уа? 
i=l i 

k 的 最 大 值 何 时 取得 ? 证 明 方法 与 技巧 ? 

猜想 6: Жар a,...a ER, MJ: 


> (a, —a,)° 


у 一 
| (Уа)-а n—l (Уа) 
4 i=l 


k 的 最 大 值 何 时 取得 ? 
如 何 用 技巧 性 的 方法 证 明 ， 这 些 都 是 进一步 探讨 的 内 容 . 


猜想 7: Жар a,...a e R , MJ: 
КЕ (а,-а;) 


>k. 
> Fay a, 0 ун (а, +a) 


сте 


k 的 最 大 值 何 时 取得 ? 

猜想 8: Жар а,...а, ЄК, ЛІ: 
n a.” k 
> [一 -一 一 > 


i=l (У а") а" 28” 
i=] 2 


k 的 最 大 值 何 时 取得 ? 


猜想 9: Жа, a.a, e€ R , т h пем, W: 
Зз ууа 200 
i=l (Уа) -а, i=l i=l (> ar) an 
i=l i=l 
k 的 最 大 值 何 时 取得 ? 
猜想 10: as ay.....a, е R ДІР y> a, = ші г 1 [nd “La 


Faye "1 OWED Fay 


这 是 猜想 4 的 推广 ， 形 式 非常 优美 ， 但 证 明 困 难 。 


- 35 - 


参考 文献 

[1] 匡 继 昌 . 常 用 不 等 式 〈 第 四 版 ) .济南 山东 科学 技术 出 版 社 ,2010.8 

[2] 李 胜 宏 著 . 平均 值 不 等 式 与 柯 西 不 等 式 .上 海 华东 师范 大 学 出 版 社 ,2005.4 

[3] 苏 勇 ， 熊 斌 编著 . 不 等 式 的 解 题 方法 及 技巧 . 上 海 华东 师范 大 学 出 版 社 ,2005.4 

[4] 刘 大 两 道 著 名 不 等 式 的 等 价 关 系 的 一 个 简 证 《中 学 数学 》 1999,4 

[5] 李 倩 ”数学 奥林匹克 问题 高 208 《中 等 数学 》2007.8 

[6] RRM 能 奥 林 刘 哲 瓦 西 列 夫 不 等 式 的 推广 、 加 强 与 类 似 第 三 届 丘 成 桐 中 学 数学 奖 论 
文集 2010.12 

[7] Squares Analysis Method 5.0.5 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.pep?t=80127 

[8] 杨 路 ; 姚 勇 差分 代 换 矩阵 与 多 项 式 的 非 负 性 判定 ”系统 科学 与 数学 2009.09 

[9] 徐 嘉 ; 姚 勇 基于 随机 矩阵 的 差分 代 换 算法 的 完备 化 数学 学 报 2011.02 

[10] ZRF 三 个 正 整数 积 为 1 的 一 种 代 换 方法 及 其 应 用 《数学 通讯 》2010.8 

[11] КЕ 介绍 一 种 证 明 三 元 齐 次 不 等 式 的 方法 2010 

[12] 黄 伟 亮 几 个 不 等 式 的 共同 背景 2007.03 

[13] ЕН 舒 尔 不 等 式 及 其 变 式 的 应 用 《数学 通讯 》2010.8 

[14] 杨志明 SOS (Sum of Square) 法 及 其 应 用 2010.07 

[15] 264% Chebyshev 不 等 式 的 应 用 《数学 通讯 》2010.7 

[16] FKF 一 个 优美 的 代数 不 等 式 ”《 数 学 通讯 》2008.8 

[17] FÈ 一 道 日 本 奥赛 题 的 别 证 及 其 他 《数学 通讯 》2010.5 


ц 


-36 - 


Jae 
我 们 的 研究 在 各 位 专家 看 来 还 稍 显 稚嫩 , 也 许 里 面 有 一 些 问题 于 
各 位 专家 教授 早 有 研究 ， 也 许 研究 还 不 够 深入 ， 也许 研 究 还 有 少 少 瑕 
Ж, (LA SR 13, 希望 各 位 专家 教授 能 指导 赐教 ， 不 胜 荣 幸 。 
我 们 已 经 将 这 一 类 题目 的 普遍 规律 以 及 解 题 技巧 与 我 们 的 研究 
成 果 归 纳 得 相对 完整 。 内 斯 比特 不 等 式 有 深远 的 背景 与 广泛 的 运用 ， 
是 一 个 极 有 效 ， 优 美 且 蕴涵 丰富 的 半成品 。 我 们 认为 它 的 价值 非 几 ， 
而 我 们 觉得 仅仅 研究 了 它 的 皮毛 , 但 扩 毛 依旧 可 以 古 精品 。 我们 相信 


这 篇 论文 将 给 人 以 启示 ， 而 我 们 的 研究 还 将 继续 。 


Postscript 

Maybe in the eyes of the experts, our theory research is slightly not 
mature because we have followed their beaten track. In addition, our 
research is not deep or good enough to avoid the flaw in it. However, we 
believe: its popularity is bound to outweigh its shortcomings. Therefore, 
it will be a great honor for us to get guidance or communication from the 
experts, which is what are looking forward to. 

We have summed up the general rule and the skills for 
comprehension of a kind relevantly completely in terms of our research 


achievement. Nesbitt's inequality has a far-reaching background and an 
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extensive use. Though it is only semi-finished, it is effective, splendid 
and rich. So we consider it valuable and of high-quality even though our 
understanding of this issue is quite superficial and simplistic. We are sure 
this article can inspire readers much, and we are bound to go on studying 


it. 
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